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INTRODUGAO
Existem dois tipos de fenémenos:
- Deterministicos ou causais; as mesmas causas produzem os mesmos efeitos. Sabendo-se as causas é

possivel prever exatamente os resultados.

+ Aleatérios ou Estocasticos; ndo é possivel definir exatamente uma relacdo entre causas e efeitos.

Como consequéncia, ndo é possivel prever com rigor absoluto os resultados finais.

EXPERIENCIA ALEATORIA

Experiéncia (ou processo) que realizada nas mesmas condicdes pode gerar resultados diferentes.

OBSERVACAO

Resultado individual de uma experiéncia aleatéria.

ESPACO AMOSTRAL (OU ESPACO DOS RESULTADOS)

Conjunto de todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria.
(S de “Sample space”)

EVENTO OU ACONTECIMENTO

Subconjunto do espaco amostral

EVENTO SIMPLES OU ELEMENTAR

Evento que contém um Gnico resultado do espaco amostral.

EVENTO COMPOSTO

Evento que contém mais do que um resultado do espaco amostral.

INTERSECCAO (OU CONJUNCAO) DE DOIS EVENTOS A E B

Representa-se porAN B

Significa a ocorréncia simultdnea dos eventos A e B.

EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS A E B

Eventos mutuamente exclusivos, disjuntos ou incompativeis sdo eventos que ndo podem ocorrer
em simultaneo.

Em linguagem de conjuntos traduz-se porANB = @

REUNIAO (OU UNIAO) DE DOIS EVENTOS A E B

Representa-se porAU B

Significa a ocorréncia dos eventos 4 ou B ou os dois.
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COMPLEMENTAR DE UM EVENTO A

Representa-se por 4 e significa a ndo ocorréncia do evento A.

DIFERENCA ENTRE OS EVENTOS AE B

Representa-se por A — B ou A\B e |é-se A menos B ou A excepto B.

Significa a ocorréncia do evento 4 mas ndo B.

CARDINAL DE UM CONJUNTO FINITO A

Representa-se por #4 e é o nimero de elementos de A.

CONCEITO DE PROBABILIDADE

Uma vez que ndo é possivel determinar exatamente o resultado de uma experiéncia aleatéria podemos, no
maximo, quantificar a esperanca da ocorréncia de um dos seus resultados, atribuindo um valor entre 0 e 1
a essa possibilidade. Nessa escala, o valor 0 corresponde a um resultado impossivel de ocorrer, enquanto o
valor 1 significa que temos a certeza que o evento ocorre. Qualquer valor intermédio é assim uma medida
do nosso grau de ignordncia em relacdo a ocorréncia de um evento, numa experiéncia aleatéria. Quanto

mais proximo da unidade mais a esperanca temos de que poderd ocorrer.

DEFINICAO CLASSICA (LEI DE LAPLACE)

Se um dado evento A pode ocorrer de n maneiras diferentes num total de N resultados possiveis,

igualmente provéveis, entdo a probabilidade do evento 4 é:

P(A) =%=2

N~ #S

DEFINICAO AXIOMATICA (KOLMOGOROV)

Seja S um espaco amostral e sejam A e B quaisquer eventos de S. A probabilidade de um
qualqguer evento de S é um nUmero real que satisfaz os seguintes axiomas:

- 0<PA)<1

- P8 =1

* se Ae B sdomutuamente exclusivos entdo

P(AUB) = P(A) + P(B)

TEOREMAS

Seja S um espaco amostral e sejam A e B quaisquer eventos de S, entdo:
« P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB)

* P(A—B)=P(A)—P(ANB) (nota, A—B=A\B=ANB)

«  P(A) =1 — P(A) (caso particular, P(®) = 0)

« ACSB= P(4A) <P(B)
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

Sejam A e B dois eventos. Na hipdtese de B ocorrer, qual a probabilidade de ocorréncia de A? Ou, de outro
modo, qual a probabilidade de A ocorrer sabendo que B ocorreu? Tendo ocorrido B é imediato que o
espaco amostral passa a ser B, isto é, o espaco amostral reduz-se ao conjunto B. Isto conduz a seguinte

definicdo:

DEFINICAO

A probabilidade condicional de A dado B denota-se por P(A|B) e é dada por:

3 P(ANB)
P(A|B) = —P(B)
se P(B)#0

Como exemplos limite de probabilidade condicional considere-se:

» A e B eventos mutuamente exclusivos. Como se viu, nesse caso AN B = @ e, portanto, A e B ndo
podem ocorrer em simultdneo. Sendo assim, a ocorréncia de B impede a ocorréncia de A e vice-versa,
isto é, se A ocorre B ndo ocorre e vice-versa, donde, P(4|B) = 0 e P(A|B) = 0.

* B € A. Neste caso, a ocorréncia de B implica a ocorréncia de 4, uma vez que qualquer resultado de B é
também resultado de 4, logo, se B ocorre entdo A ocorre necessariamente: P(4|B) = 1

Logo, nos dois casos anteriores, 0s eventos A e B ndo sdo independentes.
Considere agora que a ocorréncia do evento B ndo afecta a ocorréncia do evento A. Nesse caso, é evidente
que P(A|B) = P(A). De igual modo, a ocorréncia de A também ndo pode interferir na ocorréncia do evento

B, donde P(B|A) = P(B). Diz-se entdo que os eventos A e B sdo independentes:

EVENTOS INDEPENDENTES

A e B sdo eventos independentes se e sé se:
P(AnB)=P(A)-P(B)
ou
P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B) com P(A) e P(B) ndo nulos

No caso em que os eventos ndo sdo independentes podemos encontrar uma regra muito Gtil para a

probabilidade simultdnea de eventos, consequéncia simples da probabilidade condicional:

PROBABILIDADE CONJUNTA DE EVENTOS

Sejam os eventos Ay, 4, ..., A,. A probabilidade da sua conjuncéo é:
P(Al ﬂ Az ﬂ oco ﬂ An) = P(Al) " P(AzlAl) " P(A3|A1 ﬂ Az) ® oo ° P[Anl(Al ﬂ AZ ﬂ 000 ﬂ An—l)]

Considere agora os eventos By, B,, ..., B, do espaco amostral S, de tal forma que ByUB,U..UB, =S e

B;nB; = @ paratodooi # j.Isto &, os eventos sao mutuamente exclusivos, dois a dois, e reunidos formam
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todo o espaco amostral. Nestas condicbes os eventos By, B,, ..., B, constituem o que se designa por

particdo do espaco amostral:

PARTICAO DO ESPACO AMOSTRAL

Os eventos By, By, ..., B, constituem uma particdo do espaco amostral S se e sé se:

ByUB,U..UB, =S A B;NB; =@ paratodooi # j

Demonstram-se os seguintes teoremas:

TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL

Se os eventos By, B,, ..., B, constituem uma particdo do espaco amostral, entdo, para qualquer
evento 4, tem-se:

P(A) = P(By) - P(A|B,) + P(B;) - P(A|By) + - + P(By) - P(A|B,)

Este teorema é Util quando o evento A se realizar, necesséria e exclusivamente, em simultdneo com um
evento B, e/ou B, e/ou ... e/ou B,, 0 que é 0 Caso sempre que os eventos By, B,, ..., B, constituam uma
particdo de S:

A=ANnS=An(B,UB,U..UB,)=(ANB)U(ANB,)U..U(ANB,).

TEOREMA DE BAYES

Se os eventos By, B,, ..., B, constituem uma particdo do espaco amostral, entdo, para qualquer

evento 4, tem-se:

P(BL)P(AIB)

P(BIA) ==

Tendo em conta que a ocorréncia do evento A pode ser consequéncia da ocorréncia de algum dos eventos
B;, o teorema de Bayes inverte esse condicionamento permitindo calcular a probabilidade da ocorréncia de
uma causa, B;, sabendo-se o efeito, A. Dai ser frequente designar este teorema por teorema da

probabilidade das causas.
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METODOS DE CONTAGEM (COMBINATORIA)

PRI

PRI

NCiPIO GERAL DA MULTIPLICAGAO. “A e B”, EVENTOS INDEPENDENTES.

Se um processo pode ocorrer de n, maneiras diferentes e se, independentemente deste, um
segundo evento pode ocorrer de n, maneiras diferentes, e assim sucessivamente até ao evento

de ordem k, entdo os k eventos podem ocorrer de n; Xn, X ...xn, maneiras diferentes.

NCIiPIO GERAL DA ADICAO. “A ou B”, EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.

Se um processo pode ocorrer de k alternativas que se excluem duas a duas, havendo n; maneiras
de realizar a primeira alternativa, n, maneiras de realizar a sequnda alternativa, e assim
sucessivamente até a k-ésima alternativa, entdo o processo pode ocorrer de ny + n, + -+ + n,

maneiras diferentes.

PERMUTACOES DE n ELEMENTOS.

Sejam n objetos diferentes. O niimero de sequéncias, arranjos ou
permutacdes, com uma ordem definida, dos n objetos é

P,=n!=nx(n-1)x...x2x1

PERMUTAGOES OU ARRANJOS DE n ELEMENTOS p A p.

Sejam n objetos diferentes. O niimero de sequéncias, arranjos ou permutacdes, com uma ordem

definida, de n objetos escolhendo p objetos (p < n) de cada vez é

=n><(n—1)><...><(n—p+l)

Existem dois tipos de problemas que, por serem relativamente comuns, merecem uma atencdo especial:

PERMUTACOES QUE INCLUEM ELEMENTOS IGUAIS E INDISTINGUIVEIS.

O numero de permutacoes diferentes de n objetos, dos quais n; sdo de um determinado tipo
(indistinguiveis), n, de um segundo tipo, ..., e n, de um k-ésimo tipo,
comn=n; +n, +--+mn,é
n!

nqliny! .. ng!

DIVISAO DE UM CONJUNTO DE OBJETOS EM VARIOS GRUPOS.

WWW. X~

O nimero de maneiras diferentes de dividir n objetos em k grupos, com n; no primeiro grupo, n,
no segundo grupo, ..., e n; no k-ésimo grupo, comn = n; + n, + -+ ny, é
n!

nqlny! .. ng!
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Como caso particular do resultado anterior, queremos saber quantos grupos diferentes de p elementos é

possivel fazer, escolhidos de um total de n elementos, sem considerar a ordem de escolha:

COMBINACOES DE n ELEMENTOS p A .

O nimero de combinacdes (ou grupos) de p objetos escolhidos de um total de n objetos, sem

considerar a ordem de escolha, é

n n! "A
nC = - - _ P
’ [ p J pl(n=p)  p!

As situacdes a seguir indicadas consideram a possibilidade de haver repeticdo de elementos nas

sequéncias ou grupos considerados, algo que ndo foi tido em conta anteriormente:

PERMUTACOES OU ARRANJOS DE n ELEMENTOS p A p, COM REPETICAO.

Sejam n objetos diferentes. O niimero de sequéncias, arranjos ou
permutacdes, com uma ordem definida, de n objetos escolhendo p objetos (p < n) com eventual
repeticao, é

n /_ P
Ap—n

COMBINACOES DE n ELEMENTOS p A p, COM REPETICAO.

O nimero de combinacdes (ou grupos) de p objetos, com eventual repeticdo, escolhidos de um

total de n objetos, sem considerar a ordem de escolhga, é

nger _ ntp-l
Cp - Cp

RESUMO
SEM REPETICAO COM REPETICAO
" n!
INTERESSA A ORDEM 4,= Al =n"
(n-p)!
NAO INTERESSA A oo . (n+p-1)!
ORDEM b p!(n—p)' ’ p!(n—l)!
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TRIANGULO DE PASCAL E BINOMIO DE NEWTON

TRIANGULO DE PASCAL
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PROPRIEDADES
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BINOMIO DE NEWTON

n

(a+b)" =z "Cp - a7k - bk

k=0

TERMO DE ORDEM k DO BINOMIO DE NEWTON

—_n . An—Dp+1 . -1
T, = "Cp_q-a™PTt-bP
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