CONTROLO DE SISTEMAS E PROCESSOS

\ >< . ATO |\/| O SINAIS E SISTEMAS

Estabilidade

Resposta Forcada e Natural
A resposta total de um sistema linear e invariante no tempo (SLIT) a uma dada entrada é um sinal composto

pela soma de duas respostas, a resposta forcada e a resposta natural do sistema:

y(t) = y(t)for(;ada + ¥(®natural

Estabilidade baseada na resposta natural
Estabilidade
Um sistema SLIT é estavel se a resposta natural tende para zero com o decorrer do tempo.

Instabilidade
Um sistema SLIT é instdvel se a resposta natural cresce ilimitadamente com o decorrer do tempo.

Estabilidade marginal
Um sistema SLIT é marginalmente estdvel se a resposta natural ndo decai nem cresce ilimitadamente mas
permanece constante ou oscila com o decorrer do tempo.

Estabilidade BIBO (Bounded Input / Bounded Output), baseada na resposta total
Estabilidade
Um sistema SLIT é estavel se qualquer entrada limitada produz uma resposta limitada.

Instabilidade

Um sistema SLIT é instdvel se alguma entrada limitada produz uma resposta ilimitada (os sistemas
considerados marginalmente estédveis pela definicdo baseada na resposta natural sdo, nesta definicao,
instdveis)

Estabilidade BIBO, baseada nos polos da Fun¢do de Transferéncia

Estabilidade

Um sistema SLIT é estavel se todos os seus polos (raizes do denominador da funcao de transferéncia) tém
parte real negativa, isto é, todos os polos situam-se no semiplano complexo esquerdo (SPCE).

Instabilidade
Um sistema SLIT é instdvel se pelo menos um dos seus polos tém parte real positiva, isto €, encontra-se no
semiplano complexo direito (SPCD), e/ou tem polos de multiplicidade superior a 1 no eixo imaginario.

Estabilidade marginal

Um sistema SLIT é marginalmente estavel se tem polos simples (multiplicidade igual a 1) no eixo imaginario e
ndo tem polos no SPCD.
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Critério de Hurwitz (condi¢do necessaria mas ndo suficiente)
Se um SLIT é estavel entdo todos os coeficientes do polindémio denominador da funcdo de transferéncia (FT)
sdo positivos (ou tém o mesmo sinal). Logo, a contra reciproca diz que, se nem todos os coeficientes do

polinémio denominador da FT tém o mesmo sinal entdo o SLIT é instavel.

Exemplos:

G, (s) = s+3 A FT verifica a condicdo necesséria de estabilidade pelo que nada
! s5+3s*+ 553 +s2+2s+4° se pode concluir.

G,(s) = s+3 A FT ndo verifica a condicdo necessdria de estabilidade pelo que o
2 %+ 3s* + 553 +52 — 25 + 4’ sistema correspondente é instavel.

Critério de Routh-Hurwitz

O numero de polos de um SLIT que se encontram no semiplano complexo direito (SPCD) é igual ao nimero de
mudancas de sinal dos elementos da primeira coluna da tabela de Routh. Se todos os elementos da primeira
coluna sdo positivos entdo ndo ha mudancas de sinal e, por conseguinte, todos os polos se encontram no

SPCE ou no eixo imaginario.

Tabela de Routh
llustracdo, sem perda de generalidade, da construcdo da tabela de Routh para a seguinte funcao de

transferéncia de 42 ordem:

N(s
G(s) = (s)
a,s* + azsd + ays?+ a5+ ag
* ay a; QAo
3 as a, 0
|a4 a2| |a4 ay a, 0
2 a, a a 0 a; 0
s by = ———1 by = = by=——,—=0
a3 a3 a3
as a1| a; 0
st b, b, by 0 by O
Ci = —— = C =——=0
! by ? by : b,
0 c 0 0 ¢, O
S dl—_l— dz—_——o d3—_1—=0
C1 1 1
Exemplo de aplicacdo:
s+3
Gi(s) = 3 7 31 o2
s°>+3s*+5s3+52+25+4
s> 1 5 2
s* 3 1 4
3
3 3x5-1x1 - 3 l><Jr
e
3 3
2 7><l—3><l T7x4-3x0
S % 74—>28 0
7
1 4><1—7><28 J
S 0 0
s0 28

Ha duas mudancas de sinal (assinaladas na tabela), o que significa que existem 2 polos no SPCD e, portanto, o

sistema é instavel.
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Tabela de Routh (casos especiais)

Zeros apenas na primeira coluna

Se na primeira coluna da tabela de Routh aparecer um zero faz-se a sua substituicdo por uma variavel, por
exemplo &, e completa-se a tabela normalmente, envolvendo essa varidvel. No final considera-se o limite
quando essa varidvel tende para zero, por valores positivos, isto é £ — 0%, concluindo-se sobre os sinais dos

elementos da primeira coluna de acordo com o critério de Routh-Hurwitz.

Exemplo de aplicacdo:

3
G(s) = )
255+ 3s* +4s3+6s52+2s5+1
s> 2 4 2
s* 3 6 1
3x4-2x6 3x2-2x1 4
3
S = ———== 0
3 g € : 3
§2 £><6—3><% _ 6e—4 ex1-3x0 _ o
& € Fes
6e—4
X4 -—exl 248—16—82
sl - 0 0
6e—4 6e—4
@
590 1

e—0Te>0

6 —4 4 4
lim = lim (6——>=6—0—=—oo<0

e—0t & e—0*t & +
L 24e—16-2 16
0t 6e—4  —4

Logo, ha duas mudancas de sinal, o que significa que existem 2 polos no SPCD e, portanto, o sistema é

instavel.

Linha de zeros (causada por um polinémio par da Factorizacdo do denominador)
Se no desenvolvimento da tabela de Routh surgir uma linha inteira de zeros isso significa que existe um
polindmio parna factorizacdo do denominador. Esse polinémio par é o que se constréi da linha
imediatamente anterior a linha de zeros e também se designa por polinémio auxiliar.
Deriva-se o polinémio auxiliar e substitui-se a linha de zeros pelos coeficientes resultantes da derivacdo dando
continuidade a construcdo da tabela. Dai em diante o critério aplica-se apenas ao polindmio par. Tendo em
conta que as raizes de um polinémio par sdo simétricas em relacdo a origem e podem ser de 3 tipos:

e sobre o eixoreal, —a, +a, (reais e simétricas)

e sobre o eixo imagindrio, —jw, +jw, (imagindrias puras conjugadas)

e radiais e simétricas, (2 pares de complexos conjugados com parte real simétrica, —o + jw, o + jw)
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conclui-se que, a partir da linha correspondente ao polinédmio par até ao fim da tabela:

e se ndo houver mudancas de sinal o polinémio par ndo tem raizes no SPCD e, em consequéncia da
simetria, também ndo pode ter no SPCE, donde todas as raizes (em ndmero igual ao grau, n, do
polinémio par) se encontram sobre o eixo imaginario;

e se houver m mudancas de sinal o polinémio par tem m raizes no SPCD e, em consequéncia da
simetria, também tem m raizes no SPCE. A diferenca n—2m da o nimero de raizes sobre o eixo
imagindrio;

e Todas as raizes sobre o eixo imaginario sdo devidas ao polinémio par, logo, ndo havendo uma linha de

zeros também ndo havera polos no eixo imaginério.

As linhas anteriores ao polinémio par aplicam-se apenas ao outro polinémio factor do polinémio original. Para

esse factor o nimero de mudancas de sinal da exclusivamente o nimero de raizes no SPCD.

Exemplo de aplicacdo:

1
G(s) = )
255 +s*+6s3+3s2+2s5s+1
s> 2 6 2
s* 1 3 1
IX6—-2x%X3 Ix2—-2x1
s3 . d 4 A | AN 0
1 3
2 4xX3-1X6 3 » 4x1-1x0 )
s — =73 —— =152 0
4 2 4
1 3x6-4x2 10 x3/10
s — = 0 0
3 3
590 2

Polinémio Auxiliar: P(s) = s* + 3s% + 1
Portanto, P'(s) = 4s3 + 65+ 0

N&o hd mudancas de sinal nos elementos da primeira coluna, o que significa que todos os polos, 5 no total,

ndo se encontram no SPCD, isto é, ou se encontram no SPCE ou estdo no eixo imaginario.

Desses 5 polos, 4 sdo do polinémio auxiliar (polindmio par de grau 4) e, portanto, 1 é do outro polinémio

factor.

Como ndo hd mudancas de sinal abaixo da linha do polinémio par, todos os 4 polos se encontram no eixo

imaginario. Além disso sdo de multiplicidade 1 (dado que o polinémio par ndo é um quadrado perfeito).

Como o outro polinémio ndo pode ter polos sobre o eixo imagindrio e ndo hd mudancas de sinal acima da

linha do polinémio par entdo, como consequéncia, a restante raiz encontra-se no SPCE.

Concluindo, existe 1 polo no SPCE e 4 polos de multiplicidade 1 no eixo imagindrio.

Logo, o sistema é marginalmente estavel (BIBO).
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